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CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

* Gráfica de una función escolar

- Sea f- DE IR" → IR .

La gráfica de una función escalar ese Gg = {(×... Xn. 4) EN"/IX. ..tn/ElRn1y=flx..xnl}

Cuando gráfico, aumenta_una dimensión mas = Agrego una Var → imagen de la función

(✗ fui)
f- DE REIR

Gf EIR}
 = (×, 4,74411

* Conjunto de nivel

Sea f- DE REIR Y KEIR, el conjunto nivel K def se define como Niclf) =L, (f)

NK = {✗ EN/✗ ED A fix)-K} ⇒ {✗ ED/ fix)-K}

◦ Ejemplo =
Hallar conjunto Nivel O de fix, y) = 44-42-4×2

No = {(×, 4) EN/ 44-42-4×2=0}

44-42=40×2 ⇒ ✗ 2=4-y ⇒

{IX. 4) EIRY 4=4×2}
y#o

Entonces

Se puede simplificar ⇒ 4=4-x2 una parábola

Reescribimos Not = Gráfica de Cong nivel

no es gráfica
del campo escolar

Dom IX, 4) EIR²

• Ejemplo? 'Hallar con, nivel K fix. 4) = ¼

① ⇒ Dom = R2-{(×, y) E IR / ✗ +03

② ⇒ Nk (f) = 2 K,4) ED/¥-K} ⇒ {×, 4) EIRY y = KX AX#O}

rectos



* Límite funciones varias variables

Defing
Sea f- ⇒ ≤/R" → 1km, 1>1 y sea A un punto de acumulación /interior/frontera) de D

* BIL, e) existe B. * 1A, 8) / si ✗ ED n B"/A. 8) → WEB/4E)Decimos que xli.me FIX/=L si

Sí mil fix/= If, 1×1.. _II) > fina fix)-L-IL.... 1m) , donde fimf.la/=L;HieT1,mI

Ejemplo lim

IX. 4) → 191)
- /✗ Y + cosa/14-212

O

- End:" + Email"II. on" "

✗ ²/4- 1)

1

+ 1=1

O

◦ lim
K, 4) → 10,1) ✗ " +14-1/2

⇒ indet: No se puede simplificar con L'Hopitol

para, EEEE-variable

O PROBAR INEXISTENCIA DE LÍMITES POR CURVAS

↳ como el punto de tendencia es en IR /en este caso) escojo hay infinitas formas de acercarme

pero elijo una familia de curvas (rectos, parábolas) que pasen por el punto

↳ Este método solo puede demostrar la inexistencia de un límite → No prueba la existencia de 11m

Ejemplo
form rectos que pasan por 10,1) ⇒ y = Mx +1

- Evaluar puntos cerca
de recta

f/×, Mati) = X MX +1-1
✗ "+ (Mx +1-1)

= ✗ MX
✗ 41m72

= ✗ XM

✗ 21km²)

- Evaluar límite
en puntos de recte

cerca del punto

lim
✗ o

×? M

✗ 21×4 m²)
= ⇒ si acerco con rectos

el him existe y es 0

• fam parábolas que pasan por y = MAI

- Evaluar fine en parábola f- (×, miii) = ✗ " MX + 1-1)

✗ "+ (mal-112
= ✗ 2m²

✗ "+ m² X"

- Ver limite en
puntos de pandtole

cerca del punto
 m. flx.mx" 1) = lim

✗ → O

✗ 2m

✗ "+ max" = E. m

14m²
CONSTER
pero

f (×, ✗ 71) = 1

f (✗ ,-✗ 41) = ½

mio y meo?

dan
lim distintos

El:*:*"
Si el límite existe es único

ambas parábolas
dan un límite distinto



* FUNCIONES ACOTADAS ⇒ sirve para calcular limites de forma Oxacotado

/Engrad) Sea f- DEIR"→ 11M decimos que f es acotada si ∃ MEIR A M > o

tal que Ifk/11 ≤ M #✗ ER

Y sea SCD Decimos que f es acotada en S si existe MO tal que I/full EH #✗ ES

⇒ acotada en
◦ Ejemplo 71×141=+7%2 toda bola reducida en/o, o)

✗ 2×2 ⇒ ✗ 2×411=0 ^ Will#10,0) ⇒ a
✗ 742 ≤ 1 ⇒ X

✗ 442/ ≤ #

por lo tanto f es acotada BY, 10,0))

⇒ En general si m y p son pares, fix, 4) = ✗ "✗ Y YP , 84,4/= y'

acotado

∃
ti... #yo-

son f. acotader en toda
✗ Y YP bola abierta red con C- 10,0)

4

◦ Ef/ ✗ /→ " 10,0) ✗ 446 =! Malo, o)
✗ ² R

✗ 746

* Continuidad de campos (escalar y vectorial)

* Límite de campos vectoriales > se cale misma forma

• lim
W, 4) → 10,01  Iya " e""

f, fr

X

• limAntro, o) tal"") = ¥110,0, e"" = 1.

↗

• ftp.co.oyfilxul = tipo, o, Yaya, = Kilad ✗ 442

ixlko.nl#ti!,K, 4l)i Yo,ta) = 10,1)

demo acotado ✗ ≤ xat ⇒ , ¥!, ≤ 1 ⇒ HE/ ≤ 1
acotado

↗
y

Rm con D abierto y AED punto de acumulación,Sea f- = DEIR"

decimos que f continua en A si ∃#y fu) = ∃ fla)

f es continua en SED si es contra en todos los puntos de S

⇒ Ejemplos ① fl, y, 7) = ✗ 2- y Z - continua porque es polinomió

② flx, y) = + 420
Y LO

no es contina



* Derivada de Campos

◦ Derivados de campos escolares

Sea f- = DEIR"→ IR. Sea AED y FER" ,

a derivada de f en A según  se define

◦ (caso versor F)

Si "EII-1 el him anterior nos da la derivada direccional

◦ (caso canónico Ééate En = 10... 1... 0

como f'1A, E) = limo flat hi)-FA)
h

f- 1A, E) = Amo flair)-FA)

en particular si se una vector canónico, se lo llama derivada parcial de f- en A respecto de XK

f' IA, én) = df (A)
OI XK

◦ propiedades

→ Si existe la derivada de un campo f

entonces existe la derivada en A según

T = r F = IIFIIF

en Δ según • vector  .

✗  siendo 1ER /escalar) y se cumple

f'/A, F) = AFILIA, F)

f'/A, F) = KFIA, F)

→ SI FIÓ
"r" ?

→

* Interpretación Geométrica de Derivada Parcial

d-
AX

(Xo, yo) = ly Hot yo/+ 1h:o)-fix, yo) = limflxoth.no)-+ ix. yo)
↳ o nh

At Ho, Ho) = fin flxo, 40th)-flxo, yo)

lana n superficie

Yo dy

plano ✗ = 1 Icurva =

k, y, flx.nl)

Derivada parcial > pendiente de la recta Ag al punto de la curia formada por la intersección

del plano y la superfice (gráfico) =

* Ejemplos prácticos
AH, 4,7) = ✗ y + z²

DX
d fix, 4,7) = Y ol f 1×4,7)-✗ fetkin, 7) = 27

dy

Cuando derivo respecto a una car, dujo
las otras dos variables

constantes
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◦ Ejemplo Derivada direccional

① fix, 4) = 2- ya → hallar derivada direccional f en 11,-1) en direcc E- (E. E)
⇒ A#hr = 11th , -1 + 4E)

⇒ flAthr) = 2- f- 1 + hE)²= (1 + LE-E)

⇒ ¥ 11,-11 = fin, flaw)-FAI Ling E-
h h ÷ 52 = 0£ 11,-1)

② FIX, 4) = ✗ Y

✗ 4+42

O

Sí (×, 4) ≠ 10,0)

si 4,4) = 10,0)

"Analizar derivada direccional de f- en Δ = 10,0)

en toda dirección" → consider versorgen F- 19, b)

= Athr = /ha, hb), ≠ 10,0)

ho "hb⇒ f/Athr) =
ha/41h b) 2

= hab
4294 b²

⇒ lim
hoo

ha ⅔
424462

1

h
= lim

4- o
a" b

429762
=

92
:

sí a. b ≠, ↗"# "b#o

sí Q-b - O
9=0 V bio

• " Para funciones de una variable, f derivable en Δ quiere decir f continua en A,"

*
Esto no se aplica para campos escolares y vectoriales.

↳ Un campo puede no ser continua pero derivable en un punto

ejemplo función anterior fix, 4) =  Y
✗ 40+42

sí

si IX. 4) ≠ 10,0)

(✗ , y) = 10,0)

* Derivadas sucesivas

El Dominio de la función derivada es un subconjunto del Dominio de la función original [De' ≤ Ds]
L

ej: g 4) = la/N Dg = 10,0+1

81×1=1 - Dg. = 10,0+1

* Derivadas parciales sucesivas

df
DX

Kin)

0127
0×2

dat

of y, y)
ay

dy dx

6127
0142

0127
axdy]

d. 7
0×3
013 f

ay 0×2

- .
derivo respecto a X y luego "Y

h

derivo respecto a" y"y luego "X"

En gral una función de n variables tiene, si existen,

n" derivadas parciales de orden k
2

¿Qué es orden?

la cantidad de veces que se derivó
de la función original



* TEOREMA DE SCHWARTZ

Sea f- = DE REIR Y A ED

⇒ Verifica igualdad de derivadas parciales Independientemente de orden

de derivación

④ ♀ Y ddyf existen en Bla, Tno en punto sino en Bola abierta

0/7 existe en B/A, r) y contra en Δ → contraen un entorno Δ
dy dx

puncteriores
A del Dom D

y se cumpleentonces ∃ 017
axdy ☑ ay (a) = daf 1A)

d y DX

0127

(k =D

(ka)

> Son condiciones suficiente / Pero no necesarios → puede no cumplir cond y que derivada en punto sea igual

→ El teorema puede resultar poco práctico para ciertas funciones

→ es válida para funciones de multivariables

→ En Resumen = las derivadas parciales sucesivos "mixtos" conviden cuando =

↳ las derivadas primeros existan en un entorno de punto a derivar
df

OX Y 014

↳ Las den cooler segundos mixtos deben existir en un en punto a derivar A × "LE

Al menos una derivada mixto, debe ser continua en entorno de ese put A

df

E emplos =

◦ Derivada parcial no existe - ✗ +4fix, y) = IX/ + y

10,0) = ultimo 714,0)-f- 10,0) = finge # =

sí ✗ LO

h

nt: ¼ = 1

¼.-#=-1

∄ aofx 10,0, entonces ∄:&

◦ Derivada parcial no continua / pero existe) fix, 4) =

✗ Y

✗ 442

O

sí K, 4) ≠ 10,01

sí (×, 4) = 10,0)

> derivada por col en 10,0)

h

714,0)-flo, o) = ping - 0=0
n

¥+10,0) = uling

→ derivada parad en 1×171+10,0)

el f µ, y) = 2×4142)
DX 1×4472

☒lí,m→ 10,0)
2×4142) = ½

1×4742

no coincide con £ 10,0)
↓

existe pero no es continua

∃ Coc. Incremental

erivada por partes

✗ + Y sí ×? O

Que exista derivada →
Que no sea contina - O

- "Que exista derivada" > el cociente incremental tiene que ser finito y único

- "Que sea cantina denada parcial "→ pone ∃ ¿♀ Kin) en 1a, b) =

IX. ¼? 1a, ydaflx.nl = 0¥ 19, b)
→ y que sea igual a der

→ Que existe lim en denode en un punto



* Funciones de clase C"

Sea f- DER" → IR, Dom abierta Y KEIN,

Decimos que f es de clase Ck en D → (FEC" (D)) si existen todos las derivadas parciales

de f hasta orden k inclusive y son continuar en D

• Resumen =

Todos sus derivados parciales / de orden 1 a orden K) existen

→ Todos los derivados parciales /de oro/ 1 a ord k) son contener

◦ G: → [° = f es contina /no necesariamente ouriable)

→ C" = f es continue y sus derivados parcela de primer orden son contener

→ [= f en contra y sus deriu parcial oh 1ᵉʳ y 2% orden existen y son continer

↳ C"= todos sus derivadas de. cualg orden existen y son continuar → le" , senk))

◦ OBS

- sí f- E C"' (D) → FEC"/D)

- sí fe C2 en BIA,-) → entonces cumple con teorema de Schuerta

si f- E C" (Blair)) los valores de las derivadas sucesivos de f en Δ hasta orden k

inclusive no va a importar el orden de derivación, sino de la cantidad de veces que se deriva.
respect de

no importe orden, sino cantde veces → ya que cumple con Schwartz c/ var
↓

der CK

* Derivada campos vectoriales

Un campo vectorial es un campo escolar en cada me de Sus coord

Su derivada devuelve un vector

G fkin) = (ti , fr, f) 0¥ ix. y). = (If IF, %? l Atk, 4) =
04

Olf,
04 ' dy '

olfz dfs
d

fes derivable en A sólo si existen toda la derivadas parciales de her funciones coordenada
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CONCEPTO DIFERENCIABILIDAD

Diferenciabilidad en IR

- (Xo)

Hoth)
Eth)

: flxo) = µm f Hoth)-flxo)
h

# reescritura

f- Hoth)-f- (Xo) = f- 'ix. ) + Eth), donde limo Ehh/= o

Eth/ tiende más rápido
que h que

tiende a

> ¿continuidad de derivadas en una curva? ⇒ Que la función sea" suave" en ese punto

✗  not fix-fina-flix) (flap)
no diff

diff

◦ Diferenciabilidade.in IR" campos

f- 1×0,40)

> flXoth, yo)

¥
IX. yo) = li↳m ◦ flxoth, Yo) -flxoyo)

h

en el método práctico mantenemos como constante la otra var,

similar a cuando graficamos y hacemos "cortes con planos"

↳ permite relacionar 2 variables y no 3 al mismo tiempo

◦ reescritura h= DX = X-Xo

27 1×0 Yo) =  Io
a

f/Xotox, Yo) - flxo Yo)
OX

¥ Kord =.fi. f- No, Yo +041-flxo.to)
oy

flxotox, Yo)-flxo, Yo/= ☒ Koyolox + EIN
✗

O
f- (Xo, Yo + ay)-f/Xo, Yol = ¥, Hoyo) ◦ Y + Eloy)

• Y

Si es dif, entonces E. {×) y E. lyoy) tienden a 0

¿Y si tiendo a oxo y oy → ◦ el mismo tiempo? → sumando los
dos ecuaciones parciales

lim
(OX, 04/-10,0)

flxotox, yo + oy) - f 1×0, Yo) = & IX. yo/OX + #No Yo/◦ y + EY + ELOY)
• Y

LIX, 4) las derivadas parciales

flxotox, yo +04)-f/Xo, yo) -
74

* Ko Yol o × + tf Hoyo) oy)
OX oy

• Elox) + Eloy) = E (ox, 04)

110A, 0411
1 OX , 044

lim

(0×104/+10,0) ⟂



* DEFINICIÓN. DIFERENCIABILIDAD

Sea f- =D CIRTIR", y, Punt int.

Se dice que f- es diferenciable de A sí

flat H)-flalim
Hoo

(H)

"n"

con TL/4) transf Lineal

Los campos son Tc ya
que se pueden expresar

con matiz asonada
ej

f- (×, 4) = fl-✗ +24, ×-24)

=p: Ill;)

↳ donde la matriz de TL son los derivados parciales en ese punto

• Ejemplo

Caso R2 - sea f- =D CR → IR, A- Hoyo) EDO H = 1h, K) .

f es diferenciable si lim14,1+10,0) + Hoth, Yotkl-flxoiy.la/Xh+Bk) =
✓ ha + K2

α- ¥ ix. yo) = filo yo)

Petty ix. yo) = fly Hoy.)

1h44, + Hoth, Y.tk/-Iflxo,4o)+ff1XoYo)h+fjlXoYo)K)

4417

⇒ ¿Y si reemplazo h-Ño y K-¡% ? (INTERPRET. GEOM)

FIX, Y)- If Ho, yo/+ LE/✗ ◦ Yo) (×-✗ a) + Y 1×040114-401)1m
1×14/+1×0, yo)

K-✗ a) 714-407

= o

Z- f(Xo yo) + If Ho Yo) (×-Xo) + #Ko Yo 114-Yol⇒

f/×, 4) - plan

Ecuación plano

✗ ◦ yo) 1×4)

✓ (XX) 4 (y-%)"

* TEOREMAS DIFERENCIABILIDAD

⑪ Una fina vectorial dif en A si y sólo si todos sus funciones coord

son dif en A

72 f diferenciable en A → f continua en A

f diferenciable en A → f derivable en A

Sea f- =D ≤ IR"→ Rm con ns/ Y AEDO si FEC" (ELA)) entonces f

73

T dif en Δ



* Plano tangente

Z = flxo yo) + £' Ho yo) K-✗ o) + fi Kayo) (y-yo)

→ el plano tangente permite una aproximación lineal al punto

↳ cola ecuación plow > reemplazar pto en plomo

* GRADIENTE /sólo para campo escolar)

Sea f un campo escolar derivable en un punto A

El gradiente de f es el rector → f/A) = /2£11... {{(A))

Cuyo componentes son las derivadas parciales

* MATRIZ JACOBIANA

Modric asonada a la TL de diferenciabilidad

Cuando f- DEIR" → IRM (f: If,...fm)) es dif en A la TL que existe tiene una motriz

asociada llamada matriz jacobina de f en A

Df (A) =
Jf, (A)
tta (A)

☐ En/Al

* Aproximación Lineal

Sea f- DEIR"→ IR con MI y diferenciable AED.

Entonces

22/4

fix) ≈ f/A) + of/A/IX-A) ∀ XEELA/CD

flx, 4) ≈ LIX, y) → en un entorno cerca de 14o Yo) donde se definió

* Conjunto conexo

Sea SER" Decimos que S es CONEXO si no se puede describir como unión disjunta

de otros dos conjuntos no vacíos
A

☁
• B

☁

A → conexo

B. → no-conexo

Si se puede describir como AUB, con AMB-∅ → como dos conjuntos sin interseca

Teorema ① Si S es arco-conexo S es conexo

② Si S es abierto y conexo S es arco conexo

③ La imagen de un conjunto conexo, a través de una función continua, es un cong conexo



SUPERFICIES

Llamamos superficie a la imagen de un campo vectorial continua F- = DEIR/R³

?

Im

◦ Para la notación sup. S ◦ Σ Isignal

Si ✗ es un pto genérico en R?

Í es la parametrizacon

☒ = Fluir), (Viv) ED es una ec. paramétrica de la superficie

con 1m, v1 de parámetros

◦ Como Des con, conexo (Dom natural) y É es continua entonces supe es un cons conexo

* Líneas coordenadas SI mantengo fija un parámetro, entonces obtengo una curva en la superficie

Las líneas coordenadas son aquellos líneas incluidas en la superficie que se obtienen dejando

uno de los parámetros fijo y variando el otro.

Si Mano ; X-F Imo, V) , (Moir) ED

④ = v. . Ftr v.)

Si vivo ; ✗ = Flu, vo), tu.ro/ED

* punto, regulares y simples

de ecuación , Inovo) ED✗ = FIM, v), fa, v) ED y A- Fino, vo)

Í diferenciable en Innovo) y

Sea Σ la sup

• A es un punto regular de Σ 2711o, v.) ✗ {E Innovo) ≠ ♂

prod vectorial fundamental

existencia 1
de vector nor"

◦ A es punto simple de Σ si es imagen, a través oh F- de un único punto en D → inyectividad

◦ Σ sup rey si todos sus puntos son regulares

◦ Σ sup simple si todos sus puntos son simples

* Plano tangente y recta normal a una superficie

Si A-F/no vo), IM. Vo) ED un pto regular y simple

☒ = LE
2m Inovo) ✗ LE/no vol

recta normal a Σ en A

✗ = A + I  , DER

plan, tg

ÑIX-A) = o

OJO que los derivados parciales no sean LI

linealmente dependientes

tener en cuenta que los
parametriaciones no son

/✗ , y, z/→ pintor de espacio



↳ Ejemplo f- = De/REIR , D conexo y f contino en D

groittsupde.ec ✗ = (×, y, flxin)) , lx.nl ED

71×14) F- =D-1123

Si f diferenciable en D A entonces sus puntos son reg y simples

F dif porque sus funciones coord son diferenciables

¡%EE.int =

◦ 1 #Knil
E- Kid × LE ix. a) =

AY - E- Kin),-#k.nl, 1) +0

A- FIXO yo) - Ho yo, f- IX. Yo))

plane =

Ño

No /X-A)

Ekin),-Ey Hil, 1)
-

(×, y, z)- Ko, Yo, flay.))]

f- Ekin),-Ey k.nl, 1) (x-x., y-yo, z-f ix. yo))

Z = LE K. Yo) K-✗ a) + Ey Kono) 14-Yol + flxo Yo)

ecuación plano tangencial a sup en A.


