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p a o s l e )  ≤ p s e n '  ( y )  [ c o s t o )  +  s e n l o ) ]
⇒

D

p o s  ( y )  ≤  p s e n  ( 4 )

1  ≤  t q  ( 4 )  →  ¼  ≤  Y  ≤  ↑

↘

T I

d u -

E 2 4

÷

T

P 2 s e n  ( p )  d  y  d  o d p

H

4

p a s e n  ( 4 )  d e  = -  p r o s  ( p )
T

-  p r o s t i ) ) - 1 -  p r o s # 1 )  =  p " +  E p a  =  Y / 1 + 7 )

p 2 / 1  +  E )

E

d o  = 2

¼

( 0 + 7 0 )
T 2 T

o

-  P 2  ( 2 T  +  V 2 7 )

2 + + 5 2 7 )  d p  = ( 2 7 + 5 2 9 )  ,  3

3

E

0

= 2 , 1 / 2 7 + E T / =  4  F I  +  4 ¥  =  ⅓  ( E  +  1 )



d D  l i m i t a d o  p o r Z  =  2 × 7 4 2 , 7 + 4 2 = 8

F i g u r a  d e  a n á l i s i s

p a r a b o l o i d e p a r á b o l a  x - o

i

:
c o m o D  l i m i t a d o e n t o n c e s z  ≥  2 × 7 4 2  ^

C o m o × "  n  ¡ e s  m e j o r  u t i l i z a r

z  ≤  8 -  4 2

c o o r d e n a d a s  p o l a r e s

↳ I n t e r s e c c i ó n

Z  =  2 × 7 4 2 ,  7 = 8 - 4 2 2 × 4 4 2  =  8 - 4 2  → ✗  2 + 4 2 = 4

↳  2 × 4 4 2  ≤  Z  ≤  8 -  y " →  ✗  " t y "  ≤ }

D a y

✗  =  r e o s  ( a )

y  =  r s e n l o )

Z - Z
l

O  ≤  ←  ≤  2

◦  ≤  E R T

V o l u m e n  = I
2 × 7 4 2

8 -  4 2

↓ : p " 1 * - 1 1
D x y

8 - 4 2 - 2 × 2 4 2  d x o l y

2 2 H

8 -  2 8 7 0 5 1 o ) - 2 5 s  e n  7 0 )  d o d rr

2 7

8 -  2 5 2  [ c o s  2 1 0 )  +  s e n " 1 0 ) ]  d o -  8 0 - 2 5 2 0
2 5

=  1 6 7 -  4 7 5 2

2

1 6 7 8 -  4 4 8 3  d r  =  8 7 5 2  -  T T "
2

0

= 3 2 T  -  1 6 7 1  =  1 6  T I

D X  Y

✓



⑧ D  d e f i n i d o  p o r  = Y  2 × 2 ,  Y  E X ,  7 2 × + 4 ,  ✗  + 4 + 7  ≤  6

F i g u r a  d e  a n á l i s i s  ( a p r o x  D )

✗  + 4 + 4

D
Ñ

N

✗  Y

H a l l a r l í m i t e  d e i n t e g r a c i ó n

Z a x t y ,  ✗  +  y  +  z ≤ 6 ✗  + 4  ≤  Z  ≤  6 -  × - y

D x y ,  d o n d e  7 = 0

D X  Y

F i f a

4 2 × 2 ,  y  ≤  ×  ✗  " ≤  y  ≤  ×
. .

→  H a l l a r  l í m i t e  d e  i n t e g r a c i ó n  d e  ✗  p o r  f i g  a n á l i s i s  2

y e t ,  y  ≤  ×  →  *  ≤  E x  -  E x  L O ✗  ( X - 1 )  ≤  o

◦  ≤  ✗  ≤  /

⇒  H a l l a r  V o l u m e n  D e

f f f ,  d r  =
1

2  X X Y

✗ 6 -  X - Y

d z d y d x

✗  +  Y

\

6 -  ×

d z  =  6 -  × - y  -  × - y  =  6 - 2 × - 2 4

6 -  2 × - 2 4  d y  =  6 4 - 2 × 4  - 2 ¥
✗

Ñ

=  ( 6 × - 2 × 2 × 2 ) - ( 6 × 2 - 2 × 3 _ ✗  4 )

✗  " + 2 × 3 _ 9 × 2 + 6  ×
1

o

✗  4 2 × 3 - 9 × 4 6  ✗  o l x  =  ×
5

s  +  4 1 -  9 f t  6 € / '  -  ⇒  +  ½ - 3 × 3 + 3 × 2 = 7 0

✓



⑦

↳  D e s p e j a r  ✗  4 4 2  ≤  a r x

✗  " + 4 2  ≤  a r x

( a )  ²

D  i n t e r i o r  d e  e s f e r a  ✗  4 4 4 7 2  =  4 a ,  c o n  ✗  4 4 2  ≥  a r x  e n  1 º  o c t a n t e ÷ :

✗  " - a r t  y "  ≤  o

( ✗  - r )  E y - ≤  r 2

F i g n o n  a n á l i s i s 5 = 1

y

z

•  c o o r d e n a d a s e s f é r i c o s

✗  = p  c o s t o )  s e n  1 4 )

y  = p  s e n l o )  s e n  ( 4 )

Z  =  p  C o s  ( Y )

D V i s t o ,  Z - 0

¿ n o  e s  m e j o r
c o r r e r  f i g u r a  y

c a l c u l a r  c o n  c o o r d
c i l í n d r i c a s ?

◦  M o v e r  e j e  c o o r d e n a d a
2 = 0

1 × - 5 + 4 4 7 2 = 4 1 2
✗  7 4 2 m ²

◦  c o o r d  c i l í n d r i c a

✗  =  P c o s l o )
/  = ,  s e n l o )

7 = 7
⇔

◦  H a l l a r  l í m i t e s  d e  I n t e g r a c i ó n

✗  4 4 4 1 2  →  p ² ≤ r →  ◦  ≤  t - ≤  r

( ✗  - 8 )  7 4 2 + 7 < - 4 7 5 4 6 2 _ y  2 -  ( x - Ph e y : X - I  Z  ≤

p r i m e r  o c t
◦  H a l l a r  v o l u m e n

∈ D

1 e r  o c t  ◦  ≤  o  E T

d u  =

D x y

d x d y !
h r ?  y a _  ( × - m ²

d z =
/ ¾ '

¡ E

4 m ² - y  2 - 1 × - 1 7 2  d x d y

✗  4 4 2  ≤  r

Y  ≤

v o l / D )  =  v o l  e s f e r a
-

V 0 /  m e d i o
c i l i n d r o .

n o /  ( D )  = n o /  e s f e r a
8

v o l ñ e d i o  c i l i n d r o

r - ×

4 k - y a - K - r t  d y d x

µ  =  4 2 - 4 2 -  ( X - p ) "

d u  =  2 y d  y



* Ejercicio 18

Fig aprox D

17/6

en este caso como han y ≥ ✗ "E → conviene utilizar cilíndricos

✗ = rcoslo)

y-Y
z = (sen (O)

Hallar him integración

✗ 2+42+7242, 422×2+72 → Y ≤✗ 772 ≤

✗ 47 ≤ y ≤ ✗ 77 ≤ V2-X-E

Fos"+ Fsent ≤ V2-r

r ½ V2-ra r" ≤ 2- r²

ther-240 t=r²

Ett-2 ≤ o
(+ + 1) H-2) ≤ 0

✓ 2- ✗ 2-22

✓ 2-1×+7

(ttl) (t-2) ≤ 0

(r 2- 2) ≤ 0(v71
≥ o ≤ o

F- 2 ≤ o

Ir/ E ◦ ≤ r≤ E

◦ Calcular masa

∈

/Jer. a. 7) /-r

Masa =

Dxz = Y 2×47'

8. du = ffrdxolz

DA

S (×, 4,7) d y =

④ DX

rdxdz

12-82

dy =

V2-r2

dy =

p

2- r2 - r2

0

E 25

O

do dr

:
2- r2 - F) dr =

µ = r'
du = 25 dr

m²
E

½/lam-min = ½ 1ft" ok-/min)
+ = 2m

de =-dm

(2- f) 3 µs

① ②

* ⇔
+ ¾_E) = ½/⅔

↘

2

E

• O-(E) "

2

|

- ⇒ E- a) =

negativo

÷

(1) - LE
3

0

551 do = 252 o-
3

24

%-

error da

Calcular masa D= ✗ 447742, y ≥ ✗ 472, S (×, y, 7) = K (×, 4,7) - 10,4, 0)
2 = k Ez 2

D



* Ejercicio 20 Calcular coord centro grau f= K

Cuerpo limitado ✗ 7-22=1 , y-✗ =p , 1º oct (✗ 2o, y ≥ 0, 720)

"I

figura

.!
Dxz

variable "y"
limitado por

4- ✗ =/ ^ YELRz

 Edaf 8 soy-dy

✗ +1

• Hallar mona

• Hallar Dxz ✗ = CERO)

✗ 4741 corte con y-Ersenlot Ir ≤'
120 720

o#≤, vez ≤ FE

0

• ½

=//r.dodr

o o

✗ +1

=/|

◦

• ½

r.dodr

o o

✗ +1

soy = K

1 ½

O

✓ (✗ + 1) dodr = k

O 0

1

= k/⅓ + ¼)
U

½

rroslo) + rdodr - k "f Esen otro
¥
a) dr = K Rt rdr

=  i. Earn

o

1

83 + Tr"
3 4

• Hallar centro de mora Cyn , (Xu, 46, ZG)

⇒ buscar ✗ a

0

costo) (roseta) do dr

½
Ir

o
1

◦ -YEH

= K!

n

• ½ • ½

olxolz/ KX dy = R ✗ HH). r drdo = k

{Dxt ½ o
2

M costo) + r coso d rodr-Kf' [o + 'sin (e) + Esenio)

O

" EI +. Fdr = "% + 3'

1. ½ ½ , ½

Eran + 1) ~

3

Xa =

KEI) = {◦
K (5+7)

⇒ Buscar YG.

k/fax de

DX

÷

◦ O
o

do Ira ¿
Σ

rollo/+ 2500+1 doo' r = ¥ r/+ al:)) + arar 011 dadorr

H
y dy -f

2

÷ Ío + rental + arsenlo) + a)

Yo-(77+3)/13+7)

0

1

% MI + 25 Irdr = ½

4::)

½
/ dr = r""i. * ÷

÷/F. + ⇒ + 7)

+ i
→ Buscar ZG

✗ +1

dxóz KZ dyI Dxz O

= k

½

rz (✗ + 1) door = k
1 ½ l

r r seno (reos + 1) dadrarf, r

½

rsmoare + rsenlo) d- dr

= K f er' serio_raro))
÷

o

dr = k

1

÷ - f) "-" [÷

ft:)

+ Fdr- k 1¥:)
O

k

Zor = Mal/(¾:)



* Ejercicio 21 = Hallar volumen región ✗ 442-6 ≤ Z ≤ ✓ ✗ Iya

Graf aprox región

✗ Y

ref

la variable z está def. entre el cono y el paraboloide

Dxy está definida como intersección . del cono y del paraboloide (circunt)
pero con proyección en 7=0

z = Fly- Interseca 7>0
✗ 742-6 ≤ Z ≤ ✓ ✗ 442 z = ✗ 2+42-6

Z = Vz + 6 → 7-7-6=0 7=-2 ✓ 7=3

/

✗ = reos (O)

caso máx no

\ -

→

IntersecconHallar Dxy
✗ 442-6=3
7442=9

yersenlo){
◦ ≤ r≤ 3

◦ ≤ 0=25

Volumen = ④axdy
Dxy

3 25

✓ ✗ 442

✗ 4426

dz =

↘ Dxy

✗ 75-1×747+6 dady

29

• r (r-ri 6) door-f. r Iro-rot 6o)/dr = 8227 - 8329 + 6.2T ✓ dr• :
3

= al f- {+3")/. = 24 (9-4+27) = 4a

1816

Z-K

2=0

* Ejercicio 22 . Hallar Kso / vol = 4T entre

Figura análisis Volumen =

0
o

dzolyolx = K dydx =

o

✗ 442=17 > Dxy en la intersección XtyEKz con 2- KITTY-K2

k 2T k k 271 k

|

251K DX = 2TK²

V0/= 27K = 4T
KE 2 →

w/ =

K-E y K =-E

K > O

paraboloide ✗ "+ 42-KZ , Z-K

k ]- go → Z va dude EK harta paraboloide.

f) ∄, dy / dz no importa si es (0,0/0) pero en el paraboloide

o
✗ = rcoslo)
y = rsenlos , ◦ ≤ 0<-251

◦ ⇐ ≤ R

↳ corrección

dx dy /kaz

DX Y ☑ YI
K

=
o

k
¡fk-xy or dodr =

k

241k-E) dr =" EE) 1? 2H
3

k- K"

= 4K l
= 41

÷
K³ = 2

4

K/½ 1=2
K = 58=2



Calcular masa
2 = k Ez 2

Fig aprox D

D= ✗ 447742, y ≥ ✗ 472, S (×, y, 7) = K (×, 4,7) - 10,4, 0)

D

⇒ Rehacer ejercicio 18

7k

masa =
2-1×2+7)

dxolz 8 dy

Dxz
✗ 472

Y varía entre entera y paraboloide ✗ 77 ≤ Y ≤

Dxz es la intersección entre el paraboloide y la esfera

✗ 2+42+72=2 y = ✗ 472

2- 1×+7)

474=2 YY-2=0 → ± 1472) =

Intersección ✗ 2+72=1

2

✗ = reos (o)

Zarsenlo)

4=1 (V)

y =-2 MI

◦ ≤ r ≤ 1

O ≤ ◦ ≤ 2T

masa =
1 24

o

n
2- 1×774

KU XYZ" dy = K

✗ 772 ◦

24

✗ Iza/ 2-1×77)-1×47)) rdodr

•

1 24

r (E - r). r do dr = R

1
r/Ero-io 117

O

211K

0

I
rate- r" dr.

1- ¼/2- #+ frfr + {avisen/E) -÷)211k

1

O

24 4%+4+14 -⅓) = 21k/7- ⅓)


