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INTEGRALES MÚLTIPLES

INTEGRALES DOBLES

* Ejercicio 1 = Graficar y calcular áreas rey planos

a 42×2, y ≤ ×

3
- 3

✗

tipo región 1 K estático)

↳ hallar D límites de integración → D= {win/ 4×2, EX, O #≤ 1, ✗ '≤ Y EX}

↳ funciona 4,1×7 = ✗ ² Ya/x)-X

área (D) =
HD

½ ✗ ³

fu, 4) DX dy =
"↘

dy dx =
1

N
✗

Ñ

/ dx = "(✗ -✗ 2) dx

=
3

1

o

½-⅓-÷

b ✗ + y ≤ 2, Y EX, 470

→ Gráfico

✗ +4=2

EX

'll

se puede pensar como región tipo 2 (var y fija)

D= 24,4) /◦ ≤ Y ≤ 1, y ≤ ×_2- y}

1

in./" "área (D) =
O

dx = flia-y)-✗
\

dy = 24-4ª
1

- 1

⑥ Y-×', y-X

podemos pensar región D como una sue D= D, + Da , siendo D. y De regiones tipo 1

por lo que área (D) = área (D) + área/De)

✗ ≤ Y ≤ ✗ 3

✗ '≤ Y ≤ ✗

D, = {k.nl/-1EXLo,

{Kin) / 01×21,Da =

área (D) = DX

R

dy = ✗ 3- × da = × 4

4
:P-↓

1
4 4

¼-½/= ¼

área (Pa) =
O

a) "
✗ 3

1= fi ✗ -P dx = E- ¼!-½-¼ {

area (D) = area (D,) tarea (Da) = ¼ + ¼ = ½



①  L i m i t a d a  N ,  d e  f l a n )  =  1 × 1 + 1 4 1

↳  G r a f i c a r 1 × 1 + 1 4 1 = 4

D ,

½

Y  =  X t h

4 = 4 - ×

D ,  =  { K i n )  /  O  ≤  Y  ≤  4 , 7 4  ⟂  ≤  4 -  Y

=  { K . n l / - 4  ≤  y  ≤  O , - 1 - Y  ≤  ✗  ≤  4 + 4
4 = 4 - ×

1 1 t h D a

Y  =  X - 4
Y  = - X - 4

a r e a  D
4  4 -  y

d x  d y  =
4

( 4 -  y ) - ( y _ 4 )  d y  =  8 4 - y a
4

o

=  1 61 )  =  l o  ¼

1 º
- 4  - 4 - 1

a r e a / a )  =
4 t h

d x  d y  = 2 4 + 8  d y  =  4 4 8 4
0

-  4

= -  ( 1 6 - 3 2 ) =

-  1 6

1 6

a r e a  ( D )  =  a r c e  ( D . ) - +  a r e a  ( 2 )  =  1 6 + 1 6  =  3 2

*  E j e r c i c i o  2  - G r a f i c a r  r e g i o n  o h  i n t e g r a c ó n  ,  e x p r  i n t e g r a l  i n v i r t i e n d o  o r d e n  i n t e g r a c i ó n

⑨ S i d "  S ,
2 X

f i x ,  4 )  d y →  r e g i ó n  t i p o  1 ( x  c o n s t )

D = 1 × 1 4 )  /  1  ≤  ✗  ≤  2  ,  ✗  ≤  Y  ≤  2 X

n o  s e  p u d e
i n v e r t i r  o r d e r  i n t e g r o c ó n

⑤
"

2 -  4 2

f ,  f / × ,  4 )  d x d y → D =  { i x .  4 )  /  0  ≤  y  ≤  1 , Y  ≤  ✗  ≤  T E }

"  "  "

D

c E  t a i n d y  o k → D =  { K i n )  H a  ✗  L I ,  ✗  " 4 < 1 }

D a  =  { 4 i n ) /  O  ≤  Y  ≤  1 ,  - E  ≤  ✗  ≤  5 3

Y  ⇒  ↳  ✗  =  T y

✗  = - 5 4

f .  '  I I .  n o "  d y

d
I

/  0 1 4

-  I

e "

f i x ,  4 )  D X
D = : { i x .  4 )  /  →  ≤  y a ,  ◦  ≤ x ≤ e " }

☐  *  =



* Ejercicio 3 hallar centro de masa

⇒ Datos enunciado - ICXLI

↳ placa plana = 1×1<-1 , O≤y≤1

Densidad =

⇒ Hallar masa total

1 1

I

klyl.by dx = ◦ / dx = /½
- 1

dx = ½
y

= ½ + ½ = K

1

1:

I

K 141 dx dy = f. ' (Klux () y =
|

1

(k 14/+ K 14 1) dy - K y²
1

o

= K

⇒ Hallar centro de more =

✗ CM

(✗ en, Y cm)

- 1

=0= Elisokwixaydx = 'fiixdudx-f.tl#x1:)dx=fifz)dx= # [= ¼-¼

Yen- * {fi""duda = fisirandx = Si#1) de ⅓ fax = ⇒ [= ⅓-f) = ⅔

Skin)-KIYI → 90 es k#

eje y

" 1 1

→ gráfico placa plana

i- 1

1

¾

* Ejercicio 3 (rehacer)

8 (×, 4) = KIX/

placa plana 1×1<-1, ◦ ≤ y ≤ 1

- 12×21

masa > laca plana

mora = ¾k

→ gráfico placa plana

1- 1

1

I

84, 4) dy = fax [kixidy = f. (KIMY

1 1 1

1) dx =
I

I

KIX/ DX =

o

K-✗ dx +

- I

1

KX dx

= - K ✗ ²

2 1) +1%11=1

I

1¥)) + ½
= K

Hallar centro de masa

✗ a =
1

k fax
1

KIXIX dy =
 1

I

KIX DX = - EdX +

I

O
1

✗ ¾ =

µ it ✗ ³

3 ;

1o. 1- ⇒ 1) + ⅓ =

YG = ¼
I

l

Ok

0

"KIMY dy - K

l

KIXIY²
2

1

dx = ¼ /
- I

I

K 1×1 DX =
2 f- I"¥" =L dx + [½ DX

E

|

E.) + ¥ ◦ -1:)) +1:o)-÷

CM = ( 0, ½)

kg Yg)

CM



* Ejercicio 4 = Hallar masa de placa plana

⇒ Datos enuncado

↳ placa = KI ≤ y ≤ 2

densidad 84,4) = KI YI

1

D= {Win)/ 044 ≤ 2,

/= y

> ✗ = y

- y ≤ ✗ ≤ y}

→ gráfico

4: 

⇒ Hallar masa total

Y2
dy / 84. 4) dx =

- y

1×-11 =
✗ -1 SI ✗ > I

I-X SI ✗ LO

KIX-11 DX = K (f, 1- ✗ dx + {¥-1 dx) = K

- y
* EL,/+ E- Y:)/

= K 11-½)-f- E) ] +

= KIT ½ + Y + E) + /E- ✗ +:)]

K [42+1]

2
" "ix. la = k£441 dy = + Y)

(7-4)-1%-1)]]

¾ §" "ix. la
0

O

dy

2

I- y 0
= K/ 5- + 2) = k ⅓

26

está mal hecho zona de corte

si 1×-11 es nódulo entonces 1×-11 =

X-1

1- X SI XLI

MI



*  E j e r c i c i o  5  =  C a l c u l a r  d e n s i d a d  m e d i a .  =  m a s a  t o t a l  o  g r á f i c o  p l a c a  p l a n a

O  ≤  Y  ≤  V 4 - ✗  2

a r e a  t o t a l

↳  p l a c a  d e f i n i d a  =

↳  8  ( × ,  4 )  =  K I X ,  k  >  o
D ,D a

⇒  O b s e r v a c i ó n

e n  d o s  r e g i o n e s  D ,  y  D a  i g u a l e s .  t o l e s  q u e

r e g i ó n  D =  { K . D E / R 4  ◦  ≤  y  ≤  V 4 - x a }  s e  p u e d e  d i v i d i rl a

D =  D ,  +  D a  =  2 D ,  =  2 D a  .  E s t o  i m p l i c a  q u e  A r e a  ( D )  =  2 .  A r e a  ( D )
.

y  m o n a  ( D )  =  2 .  m a s a  L D , )

⇒  E s t a b l e c e r  D ,

D ,  =  { K M )  E I R /  0 4 × 4 2  ^ ◦  ≤  y  ≤  V 4 - x 2 →  { K i n ) /  0 4 < - 2 ,  ◦  ≤  ×  ≤  ✓  4 -  y a

☐  * = ✗  =  r o s c o ) .
y  =  r s e n l o )

0 4  ≤  2  , ◦  ≤  o  ≤  ½

⇒  H a l l a r  á r e a  T o t a l

á r e a  ( D )  =
2

4 -  x 2

d y  d x  =
2

(  ' 1 5 " ) "  =
2

4 -  ✗  2  o l X  =

2

( a t x )  ( 2 -  X )  d  x  ?

á r e a  I D , )  = 1 ?
o

2

•  d r  d o  = 1 : ( E l : p . - % d o  = 2 0 ±

o

T

a r e a  t o t a l  =  A  ( D )  =  2  A L D , )  =  2 7

*  H a l l a r  m a s a  t o t a l

m a s a  ( D , )  =
2

1 .
4 -  X 2

K I X /  d  y  d  X  =

¥ 2

k  I r  c o s c o ) / r  d r  d o  =
Í  2

K r o o s  ( a )  d r d o

3

c o s c o )k

O

½
ü d o  =

½
K f  c o s t o s  d e  =  - K - §  s e n o ½

O

= K E s e n l o ) / ? =  K I

m a s a  t o t a l  = 2 -  m o n a  ( D , )  = 1 6 k
3

d e n s i d a d  p r o m  = m o r e  t o t  /  a r e a  t o t  =  1 6 1 5  / 2 T  =  8 k
3 T



* Ejercicio 7 = Interpretar gráficamente región y colalor integrales

a .
141

2xdxdy región D= 2H, 4) EIR/14/≤ ✗ ≤/ , + ≤ Y ≤ / }

↳ gráfico región D

y

✗

- I

✗

141

1

f, f 'ax dx dy =

l

12
1

" )!

= Y-⅓

dy = [ "1-42 dy

1

→ = ( "⅓)-fa-t:)

=3-(7) = ⅓

2 4- X2

- 2

región entre
círculo y

 parábola
! V47

2

¼

y, dy dx región D= {ix. 4) EIR?-21×2 EL Y ≤ 4- x2}③ ! /

↳ gráfico región D

2 4- 
✗ dy dx = 2 4- ×

↔)"

=

z

✗ (4- ✗ 2) - ✗ ✓ 4- ×- dx

✗ DX ,

µ = 4- ✗ 2

d =-2x ok

✗ ok = du
2

=

=!

|
µ-Fu du = fudutfnt.tn

¡+ nF- E + 2M=
2 3 3

74-x2)- ✓ 4- x2

= 14-✗ 2) + 2 / 4- ×)¾

2 3

2

2

÷+ 2. /4- 4) 2

3

+ ½ + ] =

oOlli e"dx dy región D = {LX.ME/R2 / O ≤ Y ≤ 1 ≤ 1ya

→ gráfico región D

Y

Y y

1

il

Xx ≤ I

D

◦ 1g;
et adn

D, = 24in)/ ◦ ≤ ✗ EI,

cambiar orden

O < y ≤ ×}

1 ×

édy dx =
1

Lexy
×

dx- eRdx

µ =  ón-axok
✗ dx = dg

2×2 ^

fetxdx = feroz = = #= e

=

z

2 - E- ½

= ½/e- 1)



Cambios de variables Integrales dobles
 fix, y/dxdy = Styx fluir) 151mi)/ du, du

* Ejercicio 9: Calcular los Integrale con TL

① SI, xdxdy , D= {4in)/ 1 ≤ ✗ + y ≤ 4, ✗ 20, y ≥ ×}

1- ✗ ≤ Y ≤ 4- ×
↳ gráfica región D µ-✗ + y

↳ cambio de variables (×, 4) =/V, m-v)

↳ transformar región D al transf lineal
YA

→ 1 ≤ ✗ + Y ≤ 4 1Er ≤ 4

☒ = {IM, MEIR/ 1 ≤ ME 4,04 SE

1- ×
4- ×

✗ = V

km
✗ + y =p-✓ + ✓ =p

✗ 70 ✓ ≥ o

↳ ✗ → µ-Ev-Ma

↳ Hallar jacobian ftp.rl/ = O 1

1- 1) = -1 / = 1

→ Calcular integral

ff, tu, y) dady = f) #ftp.rl 151min11 du du

f v. du in =/,"

O

=
4 ½

¥

½
oh = ]? ☁ % = m³

24

4

l

= §-214=7

⑤ SI, e""" "" okay ✗ + ya. ✗ zo, y ≥.

↳ Hallar transformación lineal ↳ Hallar transformación de D

µ-✗ + Y M-v = y ✗ + y 12 → 1=2 .
µ-2V = Y-×

• ✗ → → v20
V = X

470 → µ-v20-µ≥✓

⅔◦ ≤ ≤ 2◦ ≤

→ Jacobiano /Jim, v1/ = 111=41--1

calcular integral

OSU-7<-2

- r et ¾ su dm =/f, e"""" axdy = 1.ª "e""" du du =
O

fe" "du = fet #du = ½ é"

+ = 1- 2V dt = -2 du

i½ En 1dm

2
- ¡◦ Ee 1-

2

- se
= - 1

e



⑨ SS,

↳ Hallar transformación Lineal

µ = ✗ + Y µ-ar- y-×

V = X M-V- Y

Hallar Jacobiono

1J Cu, v)/ = O 1
1 -1 / = /-11=1

↳ Integrar
3T

= transformar región

→ ≤ µ-ar ≤ 7

⊕ EN ≤ 3T

- TI-
-2 → ✓ ≥ Tu

- 2

MI ≤ ✓ ≤ Y

TIM
z

C- 242 senku) du duffplx-ytsenalxtyldxdy-f.im,

↳ g"
µA

Z

= / 1m²- 4mV + V2) sen' (m) du = sentn)//urdu - 4m/vdv + /urdu = sentir) µV- 2µV + ⅓

2
2

f- a) "sentu) du = sentn) (v-2m² + E)

TE

y si pruebo µ = ×-Y ?

⑥ (rehacer) ∈

↳ Hallar transformación lineal

(x-y)²sen²(✗ + 4) dxoly D= - TI ≤ Y-✗ ≤ TI
I

TEXTY ≤ 37

(x-y)²sen²(✗ + 4) dxoly D= - TI ≤ Y-✗ ≤ TI
I

TEXTY ≤ 37

µ-X-y

V = ×

v-µ = Y

2km = ✗ + Y

↳ transformar región

- ☐ ≤ Y-✗ ≤ Y

* ≤ ✗ + y ≤ 31

- ☐ ≤ Y-✗ ≤ Y

* ≤ ✗ + y ≤ 31

- AEMET
T ≤ aun ≤ 3T → T +1 ≤ v ≤ 37th

2
2

↳ JIM, v1/ = ◦ 1

- I l

= 111=1

↳ calcular integral

(✗ -y)² sen 21×+4) dxdy =
I- TI

T

1¥

37th
z

m² sentar-m) du du

µ
TH

Z

¾"
ser REV-E])"

Im² sent (2 [V71) drama/[2mn (V-E) con (v ½)]"du

= m²/a situ-E) astros) du



⑨ (rehacer)

⑨ SS,

↳ Hallar transformación Lineal = transformar región

(x-y)²sen²(✗ + 4) dxoly D= - TI ≤ Y-✗ ≤ TI
I

TEXTY ≤ 37

4/6

µ = ×-y

v = ✗ + Y

VA = 2 Y →

Mtv = 2X

Y = ✓ en
2

Vtr=

→ a = Y-× - ☐ ≤ y-✗ ≤ T - Ti ≤-1 ≤ T → T ≥M≥-T

• T ≤ ✓ ≤ 3T

½ ½

½ ½
= ¼-ft) = ½→ calcular jacobiana / Ifni) / =

→ calcular Integral
37 T

f) , 1×-47 sentxty pdxdy = / m² sen' (v) ½ d

T -T

T T

por

- A

/m² sentirán = ⅓ sentul

◦ Calcular / m² sentv) du = 'sen' (v)
- TI

= ⅓ sen) - 1- ± sein) = Esenio

13
=

35

sen' (v) du = ∄. (T) = ¥1

1

◦ Calcular

T

39
sen² (v) du = IV- sentar)

1- cos 2Cv)

2

3T

+, = (I -sen 16T))- (I - sen/21)) = T

sen-(v) du = f 1- costar) olv = 12/1-05/21) olv = ½ V - ½ ½ sen (av) = Ir- sentar)
2 4

∈

I

(✗ + y)³ dxdy D= 1 ≤ ✗ + Y ≤ 4, -2 ≤ ✗ -24 ≤ 1

→ Hallar TL

µ = ✗ + y

✓ = X-24

✗ = 211"

Y = M-v

→ transformar región D

14×+4 ≤ 4 →

- 24×-27<-1 → -2 ≤ ✓ ≤ 1

⅔

⅓ ⅓
J 1min) =

(✗ + y) Solxoly =

1

4

3

1 ≤ µ ≤ 4

1" = /⅓/ = ⅓

l

m³ ⅓ didn = ⅓ím³, _fam) in = fin in- H
4

41= 255



* Ejercicio 10 = Resolver con coordenadas polares

⑨ Área círculo radio =3, centro origen

h Ir, o) = (rcoslo), rsenlos) = (✗ Ir, o), y 18,0)) , o ≤-≤ 3

f) axdy =

④  yadxdy , D= {WIDER"/ 14×442=16, y ≥ 1×1}

- gráfico región D coordenadas polares

D 4=1×1 ✗ = rosco)

y-rsenlo)

0 ≤ o ≤ 2T

§27 3

r. ar do =
o

27

÷

3

O

=
29
Edo = Io

2H

O

= 97

1

• DE {Ircoslo), rsenlo)) / 1 ≤ eh,#≤ o ≤ #]

Sf, y 2dxdy = f) #arsenlo))'. r. do dr

37 #

{ " (rsenloxr.ir do = ¾ sentado =# (7+1)=2%9+2%5

l

"

¼ ¼
4

f, Ir senlo))" r dr = seño) /," Fdr = señor r"s sentol/ 25%)

¾ sentido = 1o-tsenko)/"-(3; + ser/Ia))-17 {sen/E) /=#4+4=7+1
¼}

/ser (a) do = / 1- Coz 120) do = 21 / 1- costado = 120-Isenko)

③ 11, 2Xdxdy, D= {4,4)/ ✗ 44116, ✗ + Y ≥ O}

gráfico de D

Y =-×

coordenadas polares
✗ = reos (O)

y = rsenlos
ir ≥ o

transformar D a coord polares

✗ 442 ≤ 16 → Fofos + sena) ≤ 16 → r≤h → res◦ ≤

✗ + y ≥ o → reos los + rsenlosz.no → r/costos + serlo)) ≥ 0

Cos (O) + senlo) 20 → 1 ≥ senlo)
cortos

1 ≥ - tg 10) → tg (e) ≥ -1

¾

do = ⅓ cosco) do =/⅔

≤ o ≤

I
37

⅓ axdxdy = { reosofdrdo = 2

¼¼ ◦

ríos o

∃

4

O

senlo)/

¼
31

4

¾
I

¼

37

- ¼ ⅓
128 E

sen PE)-MI]

3

E



① SI, ✗ y dxdy D= {(×, 4) EIR/ (×-1) 2+42 ≤ 4 , 470}

Gráfico D

centro = 11,0)
5 = 2

D

coord polares

✗ -1=5. costo) → ✗ = rasco/+1

y = r-sen (o)

1 donde 82o

◦ transformar ☐ a coord polares

→ (×-17+42 ≤ 4 → r2/coto + seño) ≤ 4 → r ≤ 2◦ ≤

42o - seno ≥ ◦ → ◦ Lo ≤ TI

∈
✗ y dxdy = : 2

- reos cost'] rsenlo71.ro/rdo

2

o
r

(cost 1) (rsenlo)) dr =
2

↗ cosco) serlo) + Esenio) dr =

= Í costossenlo) + r³ serlo)
3

z

O

= 2s en/20) + Isenlo)

O

25m 120) + f- senlo) lo = ⅓

"

T

2s en 120) + f- senlo) do = -Cos 1207-§ costo)
T

+

1- 541)-f- 1- 5) =-1+5+1+5=1,1

⅓

①  e ✗ 74ª dxoly D. círculo radio R con centolo, o) ↘ D= 2k, 4) 1×442 ≤ 82}

→ coordenadas polares

✗ = roscos

Y = r sen los

/ ✓ E IR ≥ o

◦ ≤ O ≤ 2T

↳ ✗ 442 = v7 costos + seño)) = r²

↳ reescribir integral

∈, e"Eddy = Sf, efardo

= §" "e. raro. =
RT
É

año_0)

R

o

lo

=
2T er"

- 1) do- ½k
= ½ (e4-a) =#1er:^)



⊕ Sf, Ya dxdy

gráfico D

D= O ≤ Y ≤x

◦ ≤Y≤x

4=2-7" " " "D

✗ = rcoslo)

y = rsenlo)

✗ + Y ≤ 2

transformar D

◦ ≤Y≤ ✗ → oersentolercoslos

→ 7+442 senlo) ≤ coscos → tg los ≤ 1

roskitrsenlo) ≤ 2
r/cosco/+ sinlos) ≤ 2 ☐ ≤T≤. 2

J (r, o) = r

 "Ya § rascoltrsutardo

≤ • ≤ ¼

D= {4in) / Y 2×42-4 , ◦ ≤ y ≤ 1

1 2- Y ↔ dxdy

✗ 2

}

(cosco/+ sulo))

dxdy =
O

2

Colo) + ser/o)

rán10) t

ft (coscostrsuncos
82 con 2 (0)

Tdr = con (a) + sur o Tdr =
ricos? 0)

cost ser
con 210)

f 1 dr =
con 210)

cortsen . T

costsm

reos (a) + r suo Ir de =

¼
¼

2
cosacos da = 2/a d 0=24104.

L

¡

o O

2

Colo) + ser/o)

riot (O)

o O

2

Colo) + ser/o)

reos (a) + r suo Ir do = 2kg 0
riot (O)

¡ ±• = 2dg (7) -25/0) = 2

⑧ 1

1×+4)
dxdy D= ✗ 2O, ✗ + y ≤ 2, y ≥ ×

Gráfico D

✗ +4=2

Y#

ED

✗ = roscos
Y-rsenlo)

↘ transform región D
reo

con/0) ≥ 0
✗ 70 → reos (O) ≥ o

✗ + y ≤ 2- restos + rsenloy ≤ 2 → r ≤ 2

y ≥ × → r sen (o) ≥ rarlo)

taylor ≥ 1 → 0 ≥ ¼

J (r, 0) = r

EE

costortsulo)

 ^

½

2

(y) "dy = 1€ " " " " ½1
{rascosersencos" ardo =

÷
¼

d- =

r
cortos + senlo)

½

1
"f 1 + sen (zo)

¼

2

corlotculo)

0

do

do

= 2

¼

1

corto) + seno do-,

¼

1

con 40) + sen (207 + seño)



5 / 6 / 2 0 2 5

*  E j e r c i c i o  1 1  R e s o l v e r  c o n  c a m b i o  d e  c o o r d  p r o p u e s t o
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