
22/4 SUPERFICIES PARAMÉTRICAS

* Ejercicio 34 = Verificar si es superficie, hallar expr cartesiana y graficar

Q Fluir/ = Iu, v. naval con nata ≤ 9

✗ Im, v) = M F continua en Dom ≠
Y Iu, v1 = ✓ ya que sus componentes
Z (M, v) = m² + v2 son continuos

◦ Desparametrizart hallar expr cartesiana D

✗ 742 ≤ 9 "círculos radio 3"

7=1742
paraboloide

Recordatorio =

SUPERFICIE Σ =.IM F

F- continua en Df

es superficie Σ = Im F

u

U

2 33 z

4

z

L

Y

7=4 = ✗ 442

7=1 = ✗ 442

⑥ Fim, v) = 12 costal, 2 sentul, v) con Mir) ETO, TII ✗ [0,27

◦ Verificar superficie

✗ In, v) = 2 con 1m)

y 1mn = asentul

Z (m, v) = V

→ Fes contra
ya que todos

sus comp. lo son

la 1mg E sup
◦ Domino

Y

2

uT

◦ Des parametrización

✗ 442=22]? Im, v) = acorn)
Y/Mil = asentu)

0≤Z≤2 Y 20 → ME [9T,]
ZIM, V)-V

• Gráfico

3

5

② FIX, 4) = (×, y, 2-4×-64) con {K, 41ER / 2×+34<-1, ✗ 20, 42O}

✗ = ✗
y - y
Z = 2-4×-64

los componente
son cortinas,

así que É contra
Imf superfice

◦ Gráfico domino

2×+3 Y ≤ 1

✗ ≤ 1- 2x
3

Y → primer cuadrante
½ ⅓

⅓
✗ ⇒ AY-⅓

✗ = ¼ "YO

◦ gráfico F IX. 4)

◦ expr cartesiana

Z= 2-4×-6 y → plano

2×+34 ≤ 1

¥.

Y

z

WTF



d c o n  K ,  4 )  E  [ - 2 , 2 7  ✗  [ 0 , 3 ]F I X ,  y )  =  ( × ,  y ,  4 -  ✗  2 )

✗  I X .  4 )  =  t o d o s
Y  V i n ) -  l o s

Z  K ,  4 )  =  4 - 4 2  c o m p s o n  c o n t

I m f  s u p

◦  D o m i n o

-  2

Y

◦  G r á f i c o

E x p r e s i ó n  c a r t e s i a n a

7 = 4 - X
→  ⇐  ≤  a

◦  ≤  Y  ≤ }

Z

l

*  E j e r c i c i o  3 5  =  H a l l a r  e c u a c i ó n  v e c t o r i a l  p a r a  l a s  s u p e r f i c i e s

⑨  ✗  7  4 2  =  1 6 .  →  c i r c u n f e r e n c i a  e n  I R ²

↳  c i l i n d r o  e n  I R

/ =  4 c o r l m )
Y  =  4 s  e n  1 m )

z = V
F l n ,  v 1  =  ( 4  c o s t a l ,  h s e n t u l ,  v )

⑥  z = x y .

⑥  ✗  2 4 × + 4 2 - 7 = 0

⑥  Y #

M E [ 0 , 2 T ]  .

F -  1 m ,  v 1  =  I m p ,  v ) ,  I m ,  v )  E I R

V E R

F l n ,  v )  =  ( m ,  v ,  m ) ,  I M M E R

2 -  =  1 × - 2 7 = 4 + 4 2  ( p a r a b o l o i d e ) F  I m ,  r )  =  / m ,  v ,  m ² - a y  +  v 2 )

*  E j e r c i c i o  3 6 D e t e r m i n a r  e c u a c i ó n  d e  l í n e a s  c o o r d  .  I n t e r p r e t a r  g r á f i c a m e n t e

9 F l u i r )  =  ( c o s t a ) ,  s e n  t u ) ,  v )  c o n  1 m ,  v )  E  [ 0 , 2 4 7  ✗  [ 0 , 2 1

C u e r o  7 / n o v )  =  ( c o r t a ,  s a n t o ) ,  v 7 ,  n o  E t o ,  2 9 7 ,  v e t o ,  2 7

C r e o  F l u ,  v o )  = / c o m ,  s e n ,  v ) ,  v .  { [ 0 , 2 1 ,  M E C O ,  2 a ]

s e g m e n t o  d e  l o n g i t u d 2

C i r c u n f e r e n c i a  r a d i o  1

③  F l u i r ) - I m ,  v ,  m a r ) ,  I u ,  D E I R

C u y o :  F -  I n o ,  v .  M o t h r a ) ,  →  p a r á b o l a  e n  I R ?  7 = 1 0 2 + 4  v 2

C u - v o  F I M ,  v o ,  n ° + 4  v .  2 )  →  p a r á b o l a  2 = 1 2 + 4 ?

p l a n o
⑥  F I X ,  4 )  =  ( × ,  4 ,  1  +  ✗  +  y ) ,  I X I M E I R ²

O x x o   ( X o ,  Y ,  1 4 × 0 + 4 )  ↘  r e c t o s  2 -  =  A t x o t y

( y - y o  F I X ,  Y o ,  1  +  ✗  +  y o ) "  r e c t o s

d ≠  ( × ,  4 )  =  ( × ,  y ,  V 1 0 - x a - y a

1 0 - 1 2 - 4 2

{ K i l E I R Y  ✗  7 4 2  ≤  9 3

↳  ⇒  .  I k e ,  4 )  =  ( X o ,  y ,  1 0 - 4 2 - 4 2 )

C y - y o  F I X ,  4 )  =  H ,  y o ,  V 1 0 - ✗  2 -  %

Z  = c o n o ?

✗  4 4 2 = 1 0 - 7 2
c i r c u n t  q u e  v a r í a  r o l

c o r o  ✗  4 4 2  ≤ - 9

>
7 2 = 1 0 - + 2 - 4 2  ,  7 7 0

e s f e r a
s u p e r o -

a r c o  d e  c i r c u n f e r e n c i a

→  a r c o  0 4
c i r c u n t



* Ejercicio 37 = s ✗ = Elm, v1 = Iptv, µ-v, µ), ImitelR²

⑨ Hallar ecuación cartesiana de superficie S

no importa los valores
que toman, ya que al fin

y al cabo, µ y ✓ generan toda
plano ✗ y

expresión cartesiana Z-

✗ Insult y 1min = tutul + tu-v1 = 2m.

✗ Im, v). YIM, v) = Mtv) (M-v1-m²-r

✗ Imu) = Mtv
Y 1min = µ-✓
ZIM, v) = Mi

✗ Imu) = Mtv
Y 1min = µ-✓
ZIM, v) = Mi

✗ = Mt

Y-M-V

Z-M, V

µ-x-x

µ = Ytv
Z-M, V

✗ -I - YTV

✗ = ✗ +24 → Y = X-Y

Y = ×-µ

V-M-Y

→ X-M-M-Y

M-✗ + y
Z

z- = XYZ
4

③ Hallar ecuación plano tangente en 13,1, 2)

usar parametrización Fakir/= (×, y, E- Y
4

Hallar Ñormol en FIX, y)

- ix. 4) ✗ LEX, 4) =

f- IX. 4) = ✗ 2- Y
4

=/×, y, ✗ %)

E) H

S
H

i!:
01 - = i/½)-JEE/+ Elt #÷¡1)

→ Hallar normal en 713,1)

 Ix, 4)

F- 13,-1) = 13,1, 2)

↳ planets

Ñ 13,-1) = 1- ≥, ½, 1) ↘ 1-3,-1, 2)

Ñ 13,-1) [X-13,-1, 2) 7=0 ⇒

plano 1g =

⑥ Analizar recta normal int eje y

◦ recto, normal = ✗ ÑA,-1) + 13,-1,2) = ✗ 1-3,-1,2/+13,-1,2), DEIR

Intersect 16, 0,0)

Hallar intersecón

- 3×+3 = O

- 1- 1 =
21+2 = 0

D=-1

> =  ¡=-1

⑨ puntos de s con plano tangente paralelo al plano de ec ✗ +4+7=0

↳ punto donde vector normal = 11,1, 1)

Ñ ix. 4) = ( ½, 1) = 11,1, 1)

✗ -2

Hallar (X, Y, Z) donoh

¥? 1"
Y - 2

El punto 71-2,2) = 1-2,2, 4712

tiene plano Ag paralelo a

= 1-32,0)

✗ +4+7=0

Z

- 3×-4+27+6=0

(-3, , 2) 1×-3, 4+1, Z-2) = -3×+9 4+1+27-4 = 0

◦ recta eje y = y 10,110)

↗ Hay interseca

en ✗ = -1



*  E j e r c i c i o  3 8  H a l l a r  p l a n o  A g  y  r e c t a  n o r m a l

⑨  p a r a b o l o i d e  e l í p t i c o

P a r a m e t r i z a c i ó n

H a l l a r  Ñ  W i n )
→

4 × 2 + 4 2 - 1 6 7 = 0  e n  p u n t o  1 2 , 4 ,  2 )

F -  l x . n l  =  1 × 1 4 ,  ¼  1 6 2 )  ↘  7 1 a ,  4 )  =  1 2 , 4 ,  1  +  1 )

-

→  Ñ  1 2 , 4 1  =  1 - 1 ,  - ½ ,  1 )

2  Y

k i l l  ×  # 1 × 1 4 7  =

¡  T E

1 : : - / = / ½ , - I .  1 ) m ú l t i p l o  X - 2
( 2 , 1  ,  - 2 )

r e c t a  N o r m a l

✗  1 2 , 1 , - 2 )  +  ( 2 , 4 ,  2 )  ,  D E I R

H a l l a r  p l a n o

( 2 , 1 , - 2 )  ( × - 2 ,  y - 4 ,  Z - 2 )  =  2 × + 4 - 2 7 - 4 = 0

③  P o r c i ó n  d e  s u p  c ó n i c a  c i r c u l a r  *  =  I v ,  a t c o s t a l ,  a s e n t u l ) ,  E n e - 7 ,  o ≤ v ≤ 4

◦  H a l l a r  µ  y  v  p a r a  F l u i r ) -  Q

✓  =  2  V - 2

2 + 9  ( m )  =  ¾

2 s e n t u l  =  E

◦  H a l l a r  N o r m a l  E m i l  y  

o - s e n t n )  a c o r t u )
N i m i ) 1  0

9 0 = 1 2 ,  ¾ ,  E )

c o r t e n / =
s e n  I m )  =  E

→ Y ⅔ "
M - E T

d m
=  & # I m u )  ×  ¿ E  I m ,  v )  =

J

=  ( o ,  a c o r t u ) ,  s e n t u l ) Ñ u ,  ≠ )  =  1 0 , - 1 .  E )

◦  p l a n o  n o r m a l
1 0 , - 2 ,  V 5 )  ( × - 2 ,  y - ≥ ,  z - B )  =  - a y .  +  E z  =  O

r e t e  A g

✗  1 0 , - 2 ,  B )  +  1 2 ,  ¾ ,  B )

⑥  P o r c i ó n  s u p e r f i c i e  c i l í n d r i c a  e l í p t i c a  =  /  v  c o s t a l ,  a r ,  ✓  s e n t u l l ,  O E M ,  ≤  T ,  ◦  ≤  v 3 .  0 0 = 1 0 , 4 2 )

I  I n ,  Y

2 4

◦  H a l l a r  1 1 o ,  v o )  p a r a F l o ,  v o )  =  Q

V  C o s m o )  =

L V  =  Y

=  2V o s e n l a )
⇒

c o s t o )  =  0 % 0  =  ±
V 0  =  2

s e r / n o )  =  1  →  N o - ½
F I E ,  2 )  =  9 0

◦  H a l l a r  v e c t o r  Ñ  e n  Q .

E n  m i l  ✗  E m v ) =
i

-  u s e n t a l
c o r t a )

J  K

°  ✓  c o s y )

2 s e n t )
-  a r c o s  1 m ) ,  ✓  w i f i )  +  V  s e n '  f u ) ,  - a r s e n l a ) )

Ñ  I m ,  r )  =  1 -  a r a r l a ) ,  v , - a u s e n t u l )

Ñ / ± ,  2 )  =  1 0 ,  2 , - 4 )
◦  H a l l a r  p l a n o  t a n g e n t e

( 0 , 2 , - 4 )  ( ✗  ,  y - 4 ,  z - 2 )  =  o

2 4 - 4 7 = 0

◦  r e c t a  n o r m a l

✗  1 0 , 2 , - 4 )  +  1 0 , 4 ,  2 )  ,  J E R



①  P o r c i ó n  d e  h i p e r b o l o i d e  d e  u n a  h o j a

D =  [ O ,  M I  ✗  [ - 1 , 1 7  9 0 = 1 1 ,  1 , 0 1

✗  = E  m i l  = / c o n  t u / c o r h l v / + 1 ,  s e n t u )  c o r h l v ) ,  s e n  h i  v ) )

◦  h a l l a r  4 .  v )  p a r a  F l u i r )  =  9 o

c o s  I n )  c o s h  I v

s e n t u )  c o n  h / v )  =  1
s e n h l v )  =  O

+ 1 = 1 l o s / µ ) - O

s e n t u l c o r h / v )  =  1
s e n h / v )  =  o

µ - ½
>  s e n / E )  c o r h / 0 1 = 1

V 7 0

◦  H a l l a r  Ñ o r n a l  e n  9 o

I FE n 1 m i n )  ×  { ±  1 m i n )  =

E  i

-  s e n t u l c o r t i f u l  c o r t u l c o r h l v )
c o r t a )  s e n h l y  s e n t u l s e n h l u )

O

c o r h l u )
=  ( c o i t u l c o r h l i , - s e n t n d c r . h r - s u h r ,  y

-  s e n t i r /  c o r h l u s e n t l u ) - c m ²  ( e )  c o r h l y s e n t  l v l )

/ m i n )  = / c o n  c o r t a r , - s e n  ' t u l  c o r h u s e n h u , - c o r h s e n h l y )

Ñ 1 : o ) - ( o ,  o ,  0 )

l a  n o r m a l  e n  8 o  =  Ó
↳

n o  e s  p u n t o  r e g u l a r ,

n o  a d m i t e  p l a n o  A g

h i  r e c t a  n o r m a l

◦  H a l l a r  d e r i v a d o s  p a r c i a l e s

8 7  1 m ,  v )  =  ( s e n t u l c o r h l u ) ,  c o s t u l c o r h l u ) ,  o )
d m

⇒ J Ft u 1 7 , 0 )  =  1 4 ,  0 , 0 )

 m i  =  ( c o r t a )  s e n h l u l ,  s e n t u l s e n h l u l ,  c o r h / v 1 )  ⇒  ¥ 1 7 , 0 )  =  1 0 , 0 ,  1 )

◦  H a l l a r  N o r v a l  e n  0 0

Ñ o  = *  1 : o )  ✗  I E  I z o )  =
ú  t  k

4  0  0

0  0  1

=  ( 0 , 1 ,  0 )

◦  H a l l a r  p l a n o  1 g

( 0 ,  1 , 0 )  ( ✗  - 1 ,  y - 1 , 7 1 = 0

Y - 1 =

◦  H a l l a r  r e c t a  n o r m a l

r  H )  =  1 1 o ,  1 , 0 1 + ( 1 , 1 / 0 ) ,  D E I R

D e  e s t e  g r á f i c o  s a b e m o s  q u e  =

-  c o r h l x )  >  o *  ✗

-  s e n h  1 × 1 = 0  ,  × - 0



*  E j e r c i c i o  3 9  =  Y  = D  →  I R / 0 1 m ,  v )  =  ( v ,  2  c o r t a ) ,  2  s e n t u ) ) ,  D =  [ 0 , 2 + 1 1 × 5 0 ,  1 1

⑨  D e m o s t r a r  ✗  p e r m i t e  p a r a m e t r i z a r  p o r c i ó n '  d e  s u p  c i l í n d r i c a

4 1 h r )  =
✗  m i l  =  ⊖

Y i n ,  v 1  =  2 0 1 1 1
Z A ,  v )  =  2  s e n t n )

I  t o d o s  l o s  c o m p o n e n t e s

d e  p  1 m i n  s o n

c o n t i n u o s  e n  D

→  p  e s  c o n t i n o  e n  D

l a  I m / 4 )  e s  u n a  s u p .

M E  [ 0 , 2 5 1 ] ,  V E  [ 0 , 1 7

◦  D e s p a r a m e t r i z a r  p a r a  g r a f i c a r

✗  =  V  0 1 × 1 .
Y  =  2 9 1 m )

7 = 2  s e r / µ )  4 7 7 2 -  h a s h )  + 4  s e i n )  =  4
i

⑤  H a l l a r  e c u a c i ó n  p l a n o  t a n g e n t e  a  s u p  e n  p u n t o  P = / 1 ,  E ,  1 )  y  v e r  i n t e r s e c a  c o n  e j e s  d e  c o o r d

⇒
O  ≤  ✗  ≤  1

4 7 7 2 = 4

◦  G r á f i c o  P h i l

z

Z

2

•  H a l l a r  I n o ,  v o )  d o n d e  Y / n o , - e )  = P

V  =  1

2  c o r t h o )  =  E s

2  s e n t u o )  =  1

V o  =  1

c o r t n o )  =  E

s e n t a o s - ,  }  n o - ±

9 1 7 .  1 )  =  1 1 , 5 ,  1 )

◦  H a l l a r  d e r i v a d o s  p a r c i a l e s

E n  1 m i n  =  1 0 ,  - 2  s e n t u ) ,  2 c o r t u ) )

{ Y  1 m ,  v )  =  1 1 ,  1 0 )
⊖

I L I E ,  1 )  =  1 0 , - 1 ,  E )

¿ Y / % ,  1 )  =  1 1 ,  0 , 0 )

◦  H a l l a r  N o r m a l   e n  P

Ñ =  7 % 1 7 1 1 )  ✗  ¥ 1 : - / 1 )  =

¿  j  k

0  - 1 5

1

=  ( o ,  5 3 , 1 )

◦  H a l l a r  e l  p l a n o  t q

1 0 , 5 ,  1 )  ( × - 1 ,  y - B ,  z - 1 )  =  O

B y  +  z - 4 = 0

◦  P r o b a r  s i  p l a n o  B y  +  z - 4 = 0  t i e n e  i n t  c o n  r e c t a  K ,  0 , 0 )  →  e j e  ✗

B .  0 + 0 - 4 = 0 4 - N o  t i e n e  i n t e r s e c a  c o n  e j e  ✗

◦  P r o b a r  i n t e r s e c ó n  B y  + 7 - 4 = 0  c o n  e j e  y ?  1 0 ,  4 , 0 )  =  y  1 0 , 1 .  0 )

B .  4 + 0 - 4 = 0 Y - ⅓ p l a n o  i n t e r s e c t a  e j e  y  e n  p u n t o  1 o ,  ⅓ ,  0 )

◦  P r o b a r  i n t e r s e c c i ó n B y t z - 4 = 0  c o n  e j e  Z  2  1 0 , 0 ,  Z )

B .  0 + 7 - 4 = 0 → Z - 4
↘

p l a n o  i n t e r s e c t a  e j e z  e n  p u n t o  /  0 , 0 ,  4 )



* Ejercicio 40 =  = Flu) = 11 +2m, 3m-1, 5m) , MEIR rect normal a sup Σ en 4=15,5, 10)

Analizar si plano tg a Σ en Δ tiene pto intersección con eje ✗

◦ Hallar vector normal

71m) = 11+21, 31-1 5m) = 11,-1,0) +112, 3,5) Ño-12,3, 5)

◦ Hallar en planotg a Σ en A

Ñ(X-A) ⇒ ⇒ (2/3,5)/×-5, y-5,7-101=0

2×+34+57-75=0

◦ chequear interseción plano tg con recta ix. o.o)

2×+0+0-75=0 → ✗ = 7- = 37,2. Intersección con eje ✗ en punto (½, 0, 0


