
AREA DE UNA SUPERFICIE19/6

* Ejercicio 1 = Calcular área de las superficies

9 Σ: trozo sup. cilíndrica ✗ 742=4 , ◦ ≤z≤2

◦ Gráfico Σ

"En ✗ En dudar

parametrizar superficie

710, 7) = / 2 costo), 2senlo), z) ≤ ENT, ◦ ≤z≤2

T = TE
28

✗ 77 _
+ Z

i I "
/→ seno acoso ◦

O 1 {=

(acoso, 2 sent, o)

1 LE ✗ TEI-✓ {caro + "seño = VEZ

área =
2 25

2 dodz =
2

4T dz = 8T

⑤ Σ = frontera del cuerpo definido por ✗ + y + z ≤ 4, y ≥ 2x en 1º oct

area = area (D,/+ area (2) + area (Ps) + area (Pa)

4 4- y

dzdy = • 4- y dy = 44-I
¡

2
o

= 16-8=8area ID,) =
(fondo)

area (D) =
(abajo)

✗ +4=4 n Y = a

2X
O

⅓
4- 3X dx = 4×-3×2

⅓"
dydx =

2

⅓

⅓

area/Ps) =

415.O

1452-½ = SE

pitágoras

area (Dn) = parametrizar

EE =

plano → Flynt = ix. y, n-x-4)

⅓ 4- ✗

dydx = E. §

H

[ k

1 0 - |

01 -1
/ = /1,1, 1)

Day = LO ⇐ ≤ ⅓, Lx ≤ y ≤ 4- ×

11Th-E

area (Dn) -  ✗ Foxy = 5

area total = 8+5+85 + SE
3

= 8/1 + 1+5+5
3



⑥ Σ = trozo de superficie cilíndrica .ec. ✗ 742 = 204 interior oh uf. ✗ 442+72 ≤ 407 / 1º oct.

♀ ráfico de [ ◦ Analizar ecuaciones

✗ 742-204 = 0

✗ ¾ (y-9) 2=92

✗ 742 +72 = 492

✗ 442+72 = (29)"

29
◦ Hallar valor de z donde interseccionan

✗ 442+72=492, ✗ 447 204

22+204=492 → 72=492-204 = 2a/29-y) → Z = €-294

Superficie

710, 7) = (acosos, asenlo) +9, z) , D= 2- ±≤o≤E, ◦ ≤ z ≤ 492-294}

i 5 K
- a seno aca ◦ 11N 11 =

◦ 0 1

½ 492-204 a) ½ 492-29/9+940) do
area/E) = /⇒ {adzdo = a/±

½ 7

D= TEE ✗ LE =
acoso, aseno, o) (acoro) "+ (asano)" = a

492-say do =

49229211 + seno)

292/2-1-suo)
O/✓ 2 (1-suo)

½

1- senior /son/E) tan/÷))/= Eoifar) = 407

½

= a

½

211-seno) do = 5292 I
½

½
1- modo = 2

ar 19)-sen/E)
20/6

Σ = trozo de sup cónica Z= ✓ ✗ Yya con Z≤4, y ≤ Ex

◦ Gráfico aprox Σ

7=4 area/E) =// ¿Enfilando

◦ parametrización de superficie → fácil con coord cilíndrico

✗ = rcoslo) z=/ ✗ 742 = V2-r
✗ = rsenlo)

z-z F (r, o) = (reoslo), rsenco), r)

↳ him Integración D= { r , y ≤ Ex}

- 5T
rsenlo) ≤ Brusco)

✗ EYEZ ≤

• ≤-⇔.
◦ rea

FI ✗ FÉ =/
i Ik

con su 1

→ surcos o

tan,-r sen, r)

=

"Nla ✓ riot + rasurar
282 = Far

↳ cala área de mitad de un cono

Vol = ∈ dxdyf.dz

area (perin) =//, F K, 4) Ady

O

4

- %

⅓
Era dodr = Var' 7% -



INTEGRAL DE SUPERFICIE CAMPO ESCALAR

* Ejercicio 3 cada mano porción sup cónica 472 = ✗ 442, ◦ ≤ 2- ≤ 1 ✗ ≤ Y

densidad prop. punto al plano ✗ y → S (×, 4,7) = K /ZI

◦ Gráfico fig análisis

Hay que calcular la mona del cono /la frontera). como la densidad en la mina, puedo

altre plano xy

calcular lo mismo rotando la figura

(original)

(rotación).

l l

mara obj

 Sds = / D SIE)./En ✗ I: I dudu

◦ parametrización sup con' cilíndricas

* = rosco)

Y = rsenlo)
Z = Z

472 = r²(como + seño)
27 = r → 7=175

F (r, a) = (roscos, rsenlo), ½)
I

≤ {r ≤,

◦ ≤ 04T

◦ ≤ r≤2

◦ Hallar UÑA

-TETE-
i J K

cos ser ½

r sen ra o
 roscos, Ersencol, r)

IIÑI/= ✓ E) ' [reorisent] + r = ✓ r (En) - r/¾

◦ Hallar 8/Él:o))

817 (r, o)) = K 1Er/ = Kr
2

masa =
t

½. V7 dodr = E. En
0

2 1
Z

0

r2 doo/r = KE T

o

z

Fdr = KET ÷
4

z

O

= 25K5g
3



* Ejercicio 5 = Calcule Integral de fix, y,z) = ✗ y → sobre sup. cilíndrica el y=z"con MI ≤Y≤2

Gráfico sup cilíndrica {fds f- (É)-/En ✗ F 'v1 dudu

• parametrizar superficie

4=72

MI ≤ Y ≤ 2

1×1 ≤ 722

FH, 7) = (×, E, z)

D= {IA ≤y≤2}

✗ ≤y≤2
- ✗ ≤ y ≤2
-2 ≤ ✗ ≤ 2

◦ Hallar " "

 = IF × LE =
Lx

Idk
1 O

0 27 1
= (o,-1,27) → En = ✓ 1+47

◦ Hallar flI)

f- (Fix z)) =

- 2 2

✗ 72-Z = Z (✗ Z-1)

◦ Hallar integral

f) HE
D

K

FUE
½

t. FI ✗ FÉ/ dxolz =

1×1 ≤ Z ≤ 2

- E ≤ ✗ ≤ z
z

017242
- Ez ≤ E

((✗ z-z) 1+47

E z"

-72
! olxolz

(Ex"-zx)
2

z

É

dz = [1-27]

- E

1+472 017 = 0

impor



* Ejercicio 6 = Calcular valor medio f sobre

f- (Xyz) = Xyz

sup plana Y ⇒ , 72, 4<4 , 1º oct.
✗ ≥ °
y ≥ o

720

◦ Gráfico sup-

Y =p

¥:

"4 Eh
✗ Eh

2

1h/

Y,

valor medio f = totalt/E)
Area /Σ)

area Σ =  linda

fotolf (E) = f) f- (F) , MÑN dnd-

◦ Hallar ¥,

F- (×, 7) = (×, ×, Z)

i

D=} 01×44 , 04742}

◦ Hallar 11TH

Ñ = LE ✗ LF
a LZ

1:::1 = (sin, 0) 11511=5
◦ Hallar f- (E IX. z))

f- (FK.tl/=X3Z

◦ Hallar Area (E)

area (E) = If "admin!
D

Z

Edzolx a/LE ✗ = SE

◦ Hallar valor total f (E)

total f (E) =  FIÉ) MÑN dudo =

2

52×7 dzdx = EL ✗ 3€ [= aref ✗ "ok = 2K¥/¿= ME
4

◦ Valor medo ∀ = ILSE = 12% = 16
SE



Integral de superficie de Campo Vectorial

* Ejercicio 7 = Calcular flujo F a través de sup. Σ / /[F. ñda) Indicando orientación

(1º oct)

⑨ Él ×, y, 7) = (Y, E- Y, ✗ y) a través de trozo superficie cilíndrica ec y-×", ✗ + y +7<-2
✗ 20,720. 720

◦ Gráfico superficie ◦ Parametrizar curva

F (×, 7) = (×, ✗ Y Z)

Hallar D

Y ⇒ 2

✗ + 4+7<2

✗ 4×+712

0 ≤ Z ≤ 2- ✗ 2- ×
D

Hallar intersecon y:X y ✗ +4+7=2
donde 7=0

✗ + X2 = 2 → ✗ 2×-2=0

- / ± f- 41-27 =
2

1

2=-2

O #≤ 1

Dx-{Y- N OEI A ◦ ≤ ZEZ-XX

• Hallar 

Ñ = FIXEÉ =
í IK

1 2×0
◦ ◦ 1

= (2x,-1,0)

◦ Hallar FEW, z)) = FIX, X, z)

F (×, ✗ 7) = (X, 0, × 3)

◦ Calcular flujo

fluyof (E) = f) FLEX)). (Ff ✗ Fiz) dxdz

DX

fluyof (E) = f) FLEX)). (Ff ✗ Fiz) dxdz =

DX !
1 2- XIX

(2x,-1,0) (×? 0, ✗ 3) dzolx =
¡⇔2×3 dzolx

2- Xix
2×317 = 2×3/2-XIX) = 4×3-2×5- 2×4

4×3-2×5_a ✗ "dx = " / - 2×6
4 6

1
2×5 /: ✗ E- ES

O

1
1

⅓



◦ Gráfico aprox superf.

AXE

Visualización zoo →f) Ends Defids... fFñds
En

4 lados Σ, , E, E, Σ,

Hallar flujo en Σ, , Σ, = 7=0

0 1 0

≥/E) FIX, 4) = 1×4, 0)

- yo j k

flujo/Σ,) = ¿2 y

✗ ≤ y ≤ 4- ×}
4- ×

¥ix¥y. 10º = / 0, 0, 1) → 10,0,-1)

+ (FIYI) = (xy, ×, 2- 4) , D= 204×12
×

(✗ y, ×, 2- 4) (0,0,-1) dysk = [(½-24/

• "14-12-214×71-(E-2x/ dx

= f" 8-4×+12 - 8+27 -#+ 2X da =

$ ✗ =

&
◦ da = o

Σ, ½

DI (DX Y)

◦ Hallar flujo Σ, → vez ≤ o

Fix, 4) = (×, 4.x)

f- (×, y) = (×-y, ×, 2- 4)

D=} ◦ ≤x≤a, ✗ ≤ y ≤ 4- a}

TE
a

→

i:"/-d

- 1- 1,0, 1)✗ 8¥ =

|
4- ×4- ×

y-✗ + 2- y dyolx = [ -✗ y +24

z

- ✗ 4- a) +2/4-×)]

z

14-7+2/4-M-L-☑ + a ×] ola

thine, = ft"{, (x-4, ×, 2- 4) 1-1,0, 1) dy dx = f. ,

2

- ✗ ✗ 24×-2×+81×2-2X de
2

2×2-8×+8 dx

3

= 2×3_4×2+8×1} 16
3

Σ}

¾

YXES

≥ ✗

⑤ F (×, 4,77 = (X-Y, ✗ , 2- y) a través de sup frontera def por =

✗ + Y ≤ 4, y≥×, ZEX, 720

Σ

21/6



Σ, ½
D

(2, 2,0)

Σ}

¾
Pz l Diz)

✗

YXES

≥ ✗

Y + ✗ ≤ 4. 4=4-✗◦ Hallar flujo Σ,.

FIX, 7) = (×, 4- ×, Z) Da- { o ≤ ✗ ≤ 2,

* ✗ ¥, = " " " (1,1. a) → orientaron afuera

Z n

z-×

" "l.2
2 - . -

◦ ≤ ZEX}

1 -1 0001
= (→ ,-1,0)

FIX, 4- ×, 7) = (2×-4, ×, ×-2)

~ ✗(2×-4,4×-2) 11, 1,0) dzdxa.fi/f2X-4+Xolzdx= "flujo (E) = f. . 3×2--47
✗

# ✗ =

o

L

3×2-4 XIX = ✗ '- 2×2
2 = O

◦ Hallar flujo Es. y ≥× → y:X

F- (×, 7) = (×, ×, Z)

* ✗ Ez = !!!

◦ ◦ 1

☐ =L ◦ ≤ ✗ ≤ 2

(1,-1,0)

◦ ≤ ZEX}

=

f- ((×, ✗ 17)) = 10, ×, 2- ×)

\

Yflujo (Es) =
n

(0, ✗ , 2- ×) (1,-1,0) olzolx =

O

2

- ✗ olzolx =

z

- ✗ 204 = - ✗ 3

3

Z

o

=-⅓

ff I
DE

d5 = ⅓-⅓-⅔



⑥ FK, y, ⇒ =/Yz, ✗ z-y z, Kz), 24=+2
⇒ ≥-

Ey = X

✗ 442+72<-3 , 1º oct

◦ Gráfico aprox sup.

✗ 2o
yo
710

Z

 ✗ LE = i ikDE

◦ Hallar Daz → intersecón de parábola con esfera primer oct

✗ 444743 42+241723

24=+2 0 ≤ z L 3- 42-24

parametrizar superficie

FIX, 4) = (Ey, y , z)

3- y"→ y - o

- 2

21/22-41-1113) =
71=1

½ =-3

1

Dxz = { ◦ ≤ y ≤ 1, ◦ ≤ z ≤ FE}

ay

f- (Ey, M, Z) = (y ¾, Eyz-YZ, 247)

Ey 1 0

◦ 1

= (1, ÷, 1º)

2+(4+1) 2

(pz, Fyz-yz, 2yz) (1, Ey, 0) Ady =

{f, 2+14+112

y 37 + / Z ≠ YZ

Ey
Az dy

◦ Hallar Daz → intersecón de parábola con esfera primer oct

✗ 444743 42+241723 Y- roslo)

24=+2
(4+1)-+7214

zarsenlo)
O ≤r≤2

seguirresolviendo...

☑



* Ejercicio 10 = fix, 4,7) = (✗ -4, 97, by) 1 Hallar rel a/b para 7 nulo en ec y. +7=3
1º oct ✗ ≤ 2

◦ Gráfico Smp- ◦ parametrizar plano

FIX, 4) = (×, y, 3- y)

◦ Hallar LE ✗ ¥7

T I k
1.

Dxy

◦ Hallar Dx y

Day { 0 ≤ * ≤ 2 O ≤} ≤ 3

y se obtiene por intuición

Y +2=3 con Zero
y =3

Dxy

H
LEXIE =

01 -1 /=
(0,1, 1)

→

N

◦ Hallar FLEMMI)

F (Ekin)) = (✗ -y, a (3-4), by)

◦ Hallar a, b ponethyo nulo

l
DX y

(×-y, a (3-4), by) (0,1, 1) dxoly = f) 39-

Pay
2 3

ay + by dxdy

= 39 - ay + by dy dx = [394-942+11/" dx

z

z

= [99 - 81+92 ok = 99×-1×+91×1. - 189-81+96

Hallar 9, b, flujo nulo

189-81+96 = oflujo =

I

9/99+5) = 81
99th = 9

a = 9- b- 1- ¼

f. " 99 + ± (5-9) dx ⇒

9a + Ex 14-a) [

= 189 + 8/(5-9)=0

189+815-819=0

?

✓



* Ejercicio 11 = fix, 4,27=1×4,77 ,

Calcular tuyo £ por sup- Z = a-✗ 2- y? 9- 1×744, encima 7=0, 9>0

Considerar normal á componente Z por

◦ Figura a analizar ◦ Hallar parametrización
• Hallar Day

Interseción Z = a- F- ya con zo

✗ 44=9

Dx y {Kin) El R2/ ✗ 442=93

✓

a

DX Y

FIX, 4) = (×, y, 9-1×442))

* × = i i h

1 O -2X

◦ 1

FIFK.nl/=Fx,y,9-cx4y2))

= (×, 4, a- 1×442))

-24
= (2×124,1)

flujo = f) ix. y, a- v47) lax, ay, 1) dxdy = ♀,

Day
☑ 2"

2×2+242+9- ✗ ≥ 4ª DX Oh

* Ejercicio 13 = [(×, 4. 7) = (44, y, 4) , col cular flujo F através sup. cilíndrica ✗ 742=1

◦ ≤ Z ≤ 2

Gráfico superficie

2

1
1

Ñ

◦ Hallar parametrización de superficie

8 1o, z) = (cosio), senlo), Z)

◦ Hallar orientación

I I K

⑧ × = - sen (O) costo) o

0 0 1

D= 1×442=1

LO EZ ≤ 2

8=
◦ ≤ EN

Lo AZ = (cosio), senlo), o)

◦ Hallar 7171o, z))

FLECO,z)) = (Usenlo), senior, 4)

225

◦ Hallar fluyo

lb
(4 sen, sen, 4) - (cos, sen, ◦ ) dado =

224
sem² (O) = 1- con" (O)

Sen '+ m² = 1
con Esm² = con/2X)
242 = Con 12×7+1

con = con/2×1+1
Zserio/= ½-210)

L

O

254120) + sen'/0) do dz

! O

!

25 en 120) + ½ - Cor 120) 1. a dz
2

O

2

- con (20) + 120_suyo)
21

Az =

L

f- itt)-1- 1) dz = Tolz = 2T

=/{,
✗ 4449 dxdy = ¿(rata). rdodr

r "+ 152 5) = 2T= 251
a

/ rstardr = 2T

O 4

9712/= 31a"

Day = {✗ 44-= a}

✗ = TOSCO)
y-rsenlo)'

r
◦ ≤ rra
OL 0424 1156, o)/= r



* Ejercicio 14 = f- (×, 4,7) = (abx, 4/9, -7lb)

a través

Hallar ay b para existencia min rel flujo F

[= Z=XY , (XI) E [1,27 ✗ [1,27 . Ñ - (0,0, 1) < 0 comp. Z LO

◦ Gráfivo Supe

z

2

D

◦ parametrizar sup

F (×, 4.) = (×. 4. ✗ 4)

EFFI i:;

① 1 ×

D= { 14×42, 14442}

- f- y,-×, 1) i. 10,0/11<0
↳ (Y, ×,-1)

◦ Hallar F (F)

F (Ekin) = (abx, Y/a, -Y/b)

= las#+:)!"

◦ calcular flujo

f) , labx, Y/a,-✗ Y/b) (y, ×,-1) dxdy = f) gabxy + 44a + ✗ Y/bdxdy =  Xy (ab + #+ f) dxdy­


xydydx-labtt.tt)/,"#/¡da = (ab#+ 1) [ 32 dx = (ab#+ 1) 34×2/"

= (abt ¼ + ⅓) (3- ¾) = ¼/asta + ⅓)

◦ Hallar a, b relato min flujo y 1a, b) = fab + f. a" + G. b"

"+ & q- 9- b- ¾ a" = 79-9-52

• Hallar (9,5) críticos puntos donde

& b- %.#=- (9,9) _ (b. b) .

7a-♀#⇒

◦ Hessiana

Hg (ab) =

• :&

9- b- % ¼ = 7a-¼ ⅓

b- ¼ = 9- ⅓

bt#= a + ¼

b- a

29a? ¾

% 153

Hg 1a, 9) = 79" ¾
¾ 79'

920

= 4a" & = ¾/ %. 1)

♀ * ≥ °

¼-t-o
¼ ≥ ¼

96 < ¼
al

puntos (9, 9)

donde aid


